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6. УВОД
Често в задачите по информатика, особено в тези, които изискват прилагане на метода за динамично програмиране, се срещат рекурентни зависимости, които нерядко са и линейни. Понякога те са само малка част от същинският проблем, но невъзможността за справянето ефективно с тях, води до влошаване на бързодействието и ефикасността на същинският алгоритъм, колкото и стойностен да е той. Разгледаният в разработката метод за решаване на рекурентни зависимости чрез матрици е един от начините за справяне с проблема. След запознаване с понятието матрица и умножение на матрици, той не е труден за възприемане и е лесно приложим за имплементация по време на състезанията по информатика.

Едномерни линейни рекурентни зависимости. 
Намиране на N-тия член на редица от вида:

[image: image38.jpg]



Един от начините за намиране на търсения N-ти член е интуитивен -   последователно се пресмятат всички стойности на f, за които параметърът се мени от 1 до N, започвайки от 1.  Tози алгоритъм би бил със сложност O(Nl). При големи стойности на N, такова решение на проблема може да се окаже много бавно.
Ще предложим друг подход за решаване на поставения проблем. За целта можем да представим дадената рекурентна зависимост в матричен вид. Нека представим зададения израз, като вектор-колона А с началните l стойности, умножен по квадратна матрица B в резултат, на което се получава нов вектор-колона А’. Векторът  А’ съдържа всички стойности  на функцията от i до i-l+1-та . Повтаряйки това действие N-l пъти ще получим  търсения елемент.
Определяне на вектора-колона A и матрицата B.
Нека вектора А съдържа елементите с номера от i-1 до i-l последователно, като на върха стои елемента с номер i-1, а най-долу елемента с номер i-l. Стремим се да получим вектора А’ съдържащ последователно елементите от i до i-l+1.
Сега трябва да намерим вида на матрицата B, за която BA = A’.
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Нека да опишем как всеки от елементите от A’ се е получил от елементите на A:
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Попълваме тези коефициенти, в същият ред в матрицата B.
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Т.е. на първият ред записваме коефициентите от зададената зависимост, а на всеки от следващите записваме 1 на една позиция вляво от главният диагонал. Всички останали стойности са 0.

Матрицата B има размери lxl.

За начална стойност на A вземаме първите l члена.

Така, че за да намерим N-тия член трябва да пресметнем израза:
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[image: image9.wmf]
Тъй като умножението на матрици е асоциативно, то можем да запишем израза във вида 
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Забележка: Умножението на матрици не е комутативно. Т.е 
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. Затова е много важно умножаването да става в определения по-горе ред.

Обикновенно, умножението на матрици е операция със сложност 
[image: image12.wmf])

(

3

l

O

, където l e броя на редовете и колоните на матрицата . Имаме N-l умножения, следователно сложността на алгоритъма би станала 
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, която е по-лоша и от тази на тривиалния.

За преодоляване на този проблем ще приложим алгоритъм за бързо повдигане в степен за пресмятането на 
[image: image14.wmf]l
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. Алгоритъмът се основава на следното равенство:
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Той е със сложност 
[image: image16.wmf])
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, или сложността на целия алгоритъм би станала 
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, която при голямо N и сравнително малко l е значително по-добра от тази на тривиалния.
Двумерни линейни рекурентни зависимоси, зависещи от предишния ред. 
Намиране на елемента (N, K) при ограничено K на зависимост зададена по следния начин:
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,

1

(

...

)

2

,

1

(

)

1

,

1

(

)

,

(

2

1

K

N

F

k

N

F

k

N

F

k

K

N

f

KK

K

K

-

+

+

-

+

-

=


В този случай, при използване на матричния подход, се стремим да получим целия следващ ред, а не само един елемент повече, т.е. вектора-колоната А съдържа целият първи ред. Докато матрицата B е такава, че като умножим B.A, да получим вектор-колона А’, който да съдържа целият втори ред, и т.н.
Матрицата B ще се образува подобно на първия ред при едномерната зависимост.
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Отново използвайки бързо повдигане в степен, достигаме до алгоритъм със сложност 
[image: image20.wmf])
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Често задачи от динамично програмиране се свеждат до такива зависимости.
При пресмятане на подобни зависимости, много често се получават много големи числа, пресмятането на които изисква допълнителни усложнения на алгоритъма: използване на дълга аритметика и всички произтичащи от това грешки. Ето защо, в по-голям процент от случаите, задачите по състезателна информатика, водещи до такива изчисления, изискват намереното решение да е остатъка от делението на резултата на произволно цяло число. В този случай се налага да се използват следните две свойства на остатъка:

(a+b) mod c = (a mod c + b mod c) mod c
(a*b) mod c = (a mod c * b mod c) mod c
Тук операцията за намиране на остатък при деление на две числа е означена с mod.

В процеса на намиране на произведение на две матрици, се използват само операциите събиране и умножение. Ето защо, използвайки описаните формули, няма проблем за прилагането на разглеждания подход в така зададено условие на задачата.
ПРИМЕРНИ ЗАДАЧИ
Задача 1. [Есенен турнир по информатика 2006 , B1. ФИБОНАЧИ ]

        Разглеждаме редица от цели числа, в която първият и вторият член са равни на 1, а всеки следващ е равен на сумата на двата предишни за него члена в редицата. Напишете програма fib, която въвежда целите числа n и m, и извежда остатъка при делението с m на n-тия член на редицата  (0 < n < 1015, 0 < m < 107). 

Пример. 
Вход 

        1 1 

        Изход 

        0 

Анализ:

Рекурентната формула, която задава редицата има вида 
[image: image21.wmf])
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Поради големината на n не можем да си позволим да изчислим всичките  n -1 члена преди това. Затова ще използваме матричният подход. 

Тук векторът-колона  А има следния вид 
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, а матрицата B - 
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. При пресмятането на BA ще получим вектор A’ от вида 
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. За начални стойности на А ще приемем  
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За по-голяма яснота нека разпишем как са се получили числата от A' чрез метода за умножение на матрици:
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[image: image27.wmf])
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Примерна реализация:

#include <iostream>

using namespace std;

struct matr

{


long long a[2][2];


matr(int p1=0, int p2=0, int p3=0, int p4=0)


{



a[0][0] = p1; a[0][1] = p2;



a[1][0] = p3; a[1][1] = p4;


}

};

matr help1, help2;               // помощни матрици
long long n, m;

matr umn (matr &p1, matr &p2)   // умножение на матрици
{


int i, j, k;


for (i = 0;i<2;i++)



for (j = 0;j<2;j++)



{




help2.a[i][j] = 0;




for (k = 0;k<2;k++)




{





help2.a[i][j] += p1.a[i][k] * p2.a[k][j];





help2.a[i][j]%= m;




}



}




return help2;

}

matr stepen(matr &base, long long pos)   // Бързо повдигане в степен
{


if(pos == 1) return base;


if (pos&1) 


{


help1 = stepen (base, pos-1);


return umn(base, help1);


}


help1 = stepen (base, pos/2);


return umn (help1, help1);

}

int main ()

{


matr A(1, 0, 0, 0), B(1, 1, 1, 0);


int i, j;


cin >> n >> m;


if (n!=1)


{



B = stepen (B, n-1);



A = umn (B, A);


}


cout<<A.a[0][0]%m<<endl;


return 0;

}

Задача 2.  [BOOI (Shumen Open) 2008]

Нека 
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Да се намери f(N,b) MOD m по зададени N, b и m.
1<N<1015, 0<b<106, m<106

Анализ:
Лесно можем да забележим рекурентната зависимост 
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Следователно от вектора 
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, трябва да получим 
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Тогава 
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Единицата на втория ред не е една позиция вляво от главният диагонал, защото трябва да препишем елемента(1) от А и да го оставим на същата позиция в A’.
За начални стойности на А взимаме 
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Прилагаме бързо повдигане на степен и сложността на алгоритъма става 
[image: image35.wmf])
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Примерна реализация:

#include <iostream>

using namespace std;

struct matr

{

    long long a[2][2];

    matr(long long p1 = 0, long long p2 = 0, long long p3 = 0, long long p4 = 0)

    {

        a[0][0] = p1; a[0][1] = p2;

        a[1][0] = p3; a[1][1] = p4;

    }

};

long long N, b, m;

matr help1, help2;   // помощни матрици
matr umn(matr &p1, matr &p2)   // умножение на матрици
{

    int i, j, k;

    for (i = 0;i<2;i++)

        for (j = 0;j<2;j++)

        {

            help2.a[i][j] = 0;

            for (k = 0;k<2;k++)

            {

                help2.a[i][j] += p1.a[i][k] * p2.a[k][j];

                help2.a[i][j] %= m;

            }

        }

    return help2; 

}

matr stepen(matr &base, long long pos)// Бързо повдигане в степен
{

    if(pos==1) return base;

    if(pos&1) {help1 = stepen (base, pos-1); return umn(base, help1);}

        help1 = stepen (base, pos/2);

        return umn(help1, help1);

}

int main ()

{

    cin >> N >> b >> m;

    matr A(1, 0, 1, 0), B(b, 1, 0, 1);

    B = stepen (B, N);

    A = umn (B, A);

    cout<<A.a[0][0]%m<<endl;

    return 0;

}
Задача 3. [Зимни математически състезания 2009, A1. АМИНОСУПА]

[image: image1.wmf])
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Въпреки предложенията, от началото на миналия век, да се обяви Американското Патентно Ведомство за ненужно, защото „всичко вече е изобретено“, страстни учени са убедени в противното. В търсене на нови видове изчислителна техника се раждат странни и (понякога) гениални идеи. Група от млади биолози подготвя сериозен модел на вероятностна изчислителна машина, наречена “Аминокиселинна чорба”, състояща се от хаотично поставени аминокиселини. На теория, всяка аминокиселина може да  се представи като правоъгълно парче с размери 1 х 2. С тези парчета трябва плътно да се покрие правоъгълна мрежа от квадратчета с размер N x M (без парчетата да се припокриват). Всяко парче може да бъде поставено в едно от двете възможни положения – по дължина или по ширина на мрежата, като не се прави разлика между двата края на парчето. Понеже процесът на изчисление на вероятностната машина е дълъг и сложен и се „разпространява“ по едното измерение на мрежата, нужна е голяма стойност на дължината N, за разлика от стойността на ширината M. За вероятностните изчисления е нужна комбинаторика, разчитаща на броя на различните аминокиселинни подреждания, които могат да се образуват върху решетката под влияние на околната среда.

Обикновено експериментаторите се интересуват от „порядъка“ на резултатите, но в случая високо се цени Вашата способност за точни изчисления. Напишете програма aminosoup, която извежда остатъка, получен когато броя на различните покривания на мрежата с аминокиселини се раздели на 602214179.

Вход

На единствения ред на стандартния вход са зададени естествените числа N и M.

Изход

На единствения ред на стандартния изход изведете броя на различните запълвания на мрежа с размери N x M, които се получават при плътно подреждане на правоъгълници с размери 1 х 2. 

Ограничения

1< N <1016, 0 < M < 7.

	ПРИМЕР 1
	ПРИМЕР 2

	Вход:
	Вход:

	2 3
	6 3

	Изход:
	Изход:

	3
	41


Анализ:

Можем да преобразуваме задачата, като търсим броя на подрежданията в матрица NxM  на правоъгълничета състоящи се от 2 съседни клетки на матрицата. 

Дадено правоъгълниче, може да се разпростира най-много на 2 реда. Нека с „профил на ред” да наречем последователност от 0 и 1 , която ни показва, как би изглеждал последният ред, ако сме попълнили матрицата до текущият ред, т.е имаме 0 на текущата позиция, ако сме сложили някакво правоъгълниче чийто долен край свършва в долния край на реда, и 1 ако долния край на някое правоъгълниче завършва в горния край на текущия ред. 

За всеки ред трябва да изчислим по-колко начина можем да получим всеки от възможните  профили. Очевидно те са точно 2M на брой. 

Нека наричаме 2 профила “съвместими”, ако от първия можем да получим втория, след добавяне на няколко правоъгълничета. Лесно се вижда, че за изчисляването на текущия ред ни е нужен само предходния. Също за даден профил X на текущия ред трябва да съберем полученото за всеки профил Y от предишния ред, съвместим с X. Ясно се вижда, че за всеки профил се получава рекурентна линейна зависимост от предишният ред. Следователно можем да използваме матрици за пресмятането на търсения брой..  За удобство за начален вектор А можем да вземем този, за който броя на профилите, съставени само от 0 е 1, а на всички останали 0. Матрицата B, с която умножаваме, бихме могли да генерираме, като между два профила има 1, ако са съвместими и 0, ако не са. 

Пресмятайки BN.A, отговорът, който ще получим ще бъде отговора за профила състоящ се само от 0.

Използвайки бързо повдигане в степен сложността на алгоритъма ни става O((2M)3 logN)

За представянето на профилите бихме могли да използваме побитова маска. 

Примерна реализация:

/* 

TASK:aminosoup 

LANG:C++ 

*/ 

#include <iostream> 

using namespace std; 

struct matr 

{ 

   unsigned long long a[64][64]; 

    matr() 

    { 

        memset(a, 0, sizeof(a)); 

    } 

}; 

matr cool; 

unsigned long long n, m; 

long long temp = 0; 

long long MOD = 602214179; 

matr helper1;    // помощни матрици
matr helper2; 

void rec(int mask, int pos) // генерира всички профили съвместими с 
                            // даден.
{ 

  if (pos < 0){ cool.a[mask][temp] = 1;return; }  

 if(mask&(1<<pos)) {temp = temp*2; rec(mask, pos-1); temp/=2;} 

    else 

    { 

        if(pos >=1 && !(mask&(1<<pos)) && !(mask&(1<<(pos-1)))) 

            { 

                temp = temp *4; 

                rec(mask, pos-2); 

                temp/=4; 

            }    

        if(!(mask&(1<<pos))) 

            { 

                temp = temp*2 + 1; 

                rec(mask, pos-1); 

                temp/=2; 

            } 

    } 

} 

matr umn (matr &p1, matr &p2) // умножение на матрици
{ 

    int i, j, k; 

    int cap = 1<<m; 

    for(i = 0; i<cap; i++) 

        for(j = 0; j<cap; j++) 

         { 

         helper1.a[i][j] = 0; 

            for (k = 0; k<cap; k++) 

                { 

                    helper1.a[i][j] += p1.a[i][k]*p2.a[k][j]; 

                    helper1.a[i][j]%=MOD; 

                } 

        } 

                return helper1; 

} 

matr stepen(matr &p, unsigned long long pos)   // Бързо повдигане в степен
{ 

    if(pos == 1) { return p;} 

    if(pos%2) {helper2 = stepen(p, pos-1); return umn(p, helper2);} 

    helper2 = stepen(p, pos/2); 

    return  umn(helper2, helper2); 

} 

int main() 

{ 

    cin>>n>>m; 

    if(n<m) swap(n, m); 

    int i = 0; 

    for(i = 0;i<(1<<m);i++) 

       { 

            temp = 0; 

             rec(i, m-1); 

        } 

 matr start; 

 start.a[0][0] = 1; 

    matr ret; 

      ret = stepen(cool, n); 

      ret = umn( ret, start); 

    cout<<ret.a[0][0]%MOD<<"\n"; 

    return 0; 

} 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ:
Владеенето на метода за пресмятане на рекурентни линейни зависимости чрез матрици, несъмнено е мощно оръжие в ръцете на състезателите по програмиране. Предвид бързоразвиващите се темпове на науката информатика може да се очаква, че  линейните рекурентни зависимости ще се появяват все по-често  в задачи  от  състезанията по  информатика и постепенно ще заемат все по-малка част от алгоритъма за решаване на задачата. Затова доброто владеене на метода е в голям плюс на състезателите.

Използвани източници:
· http://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_(mathematics)
· http://www.topcoder.com/tc?module=Static&d1=features&d2=010408
· http://infoman.musala.com
Илюстрация  на  различните 


подреждания в първия пример.
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